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01) Sejama; =l-i,an=r+sieantl =(r—s) + (r +s)i
(n > 1) termos de uma sequéncia. Determine, em funcéo
de n, os valores de r e s que tornam esta sequéncia uma
progressao aritmética, sabendo que r e s sdo ndmeros

reaisei=+-1

RESOLUCAO DA QUESTAO 1:
ar=1-i

an=r+si

an+1=(r-s)+ (r+s)i

an +1- a, = K(razado)
(r-s)+(r+s)i-r-si=-s+ri=K
D> a,=a;+(n-1)K
r+si=1-i+(n-1)(-s +ri)
r+si=1-ns+s+(-1+nr-r)i
partereal: s=-1+nr-r

parte imaginaria: r = 1 - ns + s, substituindo em s:
s=-1+n(l-ns+s)-1+ns-s
s=-1+n-n’s+ns-+ns-s
s=-2+n-n’s+2ns-s
2s=-2+s(-n*+2n) +n
s(n>-2n+2)=n-2

n-2 n
ST n2_2n+2 "= n2_2n+2

02) Considere o polinbmio

p (x) = X° - 3x* - 3x% + 27x% - 44x + 30.

Sabendo que o produto de duas de suas raizes complexas
éigual a 3 - i e que as partes reais e imaginarias de todas
as suas raizes complexas séo inteiras e ndo-nulas, calcule
todas as raizes do polinémio.

RESOLUCAO DA QUESTAO 2:
p(x) = x° - 3x* - 3x3 + 27x% - 44x + 30
Raizes: k, r, s, t, w

k.s=3-i
r.t=3+i
—f -30
k.r.s.t.w=— . (k. (rot)ow=s — o
r.s w 3 (k.s).(r.t).w 1

(3-1)(3+i).w=-30
(9-i%) +w=-30

S 10.w=-30 .. w=-3

L

- S

(a+bi).(a-bi).(c+di).(c-d)= 10

1
(@ +b?).(C+d)=2.5
a’+b? =2 a?+b%*=5
ou
c?+d*=5 c2+d?=2

como a,b,c ed sdo nimeros inteiros ndo-nulos,

teremos:

a=+1;b=+1
c=x2;d=+1
Raizes tais que k .

s=3-i,r.t=3+1i
i

k=1+i R r=1
s=2-i t=2+i

| Solugdio ={-3,1+i,2—i,1—i,2+i}
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03) Um trapézio ABCD, de base menor AB e base maior
CD, possui base média MN. Os pontos M’ e N’ dividem a
base média em trés segmentos iguais, na ordem MM'N’N.
Ao se tragar as retas AM’ e BN’, verificou-se que as
mesmas se encontraram sobre o lado CD no ponto P.
Calcule a area do trapézio M'N'CD em funcéo da area de
ABCD.

RESOLUCAO DA QUESTAO 3:
A B

o NS N

P
N’ iy , _ AB
M'N’ — Base meédia do A ABC IogoMN=T
Temos que: MM’=M’N’=M’N’=N’M=%
MM’ - Base média do A ADP.
Logo: PC=2NN’=2.£=AB
DC=DP+PC=AB+AB=2AB
SABCD=(AB+AC).;=(AB+2AB).2
(M'N'+DC) h AB h
Suncp = ———2e— = |"—+2AB|.—
M'N'CD 5 ‘2 2+ 5
5 AB
SM’N'CD=Th
ABh
SABCD _ 7 =3ABh. 8 :E
Swncp  SAB 2 5ABh 5
8
— 5
SM’N’CD - E SABCD
04) Seja D, = det(An), onde
(2 -1 0 0O ... O 0
-1 2 -1 0 0 0
o -1 2 -1 .. 0 0
A, =
0 0 0 o ... 2 -1
_0 0 0 o ... -1 2_nxn

Determine Dy, em fungdode n (n e N, n > 1).

RESOLUCAOQ DA QUESTAO 4:
Aplicando Laplace na primeira coluna temos

2 -1 0 0
-1 2 -1
Dh=2 0 0
-1
0 -1 2
n-1
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-1 0 0
-1 2 -1
2+ 1
-1.(-1) .|l 0 -1 2 -1 0
-1
0 0 -1 2
n-1
e fazendo novamente Laplace na 12 linha do
segundo determinante temos
Dh=2.Dn1-Dh < Dy-Dng=Dny—-Dpoa.
Como esta ultima igualdade é valida para todo n
isso caracteriza uma PA com
2 -1 <
D;=2 e Dy = 1 2 ‘:3 e portanto de razdo 1
o que nos da
Dp,=D;+(n-1) .R=2+(n-1).1=n+1.
Logo: |Dn =n-+ 1‘
Uma solugdo alternativa seria usar indugao:
D; =[1]=1
2 -1
D, = =3
=[5 3
2 -1 0
D;=|-1 2 -1|=4
0o -1 2
Vamos provar a formula achada, por inducdo finita.
Supor verdadeira p/n = k, Dy =k + 1
Vamos provar que p/n = k + 1 é verdadeira
Dks1=(k+1)+1=k+2
Aplicando laplace na 1° coluna da matriz temos:
n= 2('1)1+1 . Dpt + ('1) . ('1)1+2
-1 0 0 0 O
-1 2-1 0 O
0 0 0 2-1
0 0 0-1 2
Aplicando novamente laplace na 12 linha
Dn = 2Dp1 + ('1)1+1 . (-1) . D2
n = 2Dn1 - D2
Dis1 = 2 D k - Dy4
Dis1 = 2 (k+ 1) -

Dk+1=2k+2'k

Dys1 =k + 2 Eo gue queriamos demonstrar.
Logo: |Dn = n+ 1‘
05) Determine os valores de X, y, z e r que satisfazem o
sistema

r
Cr.y =log, x

logy z=4+log, z

Cr+y log, z +log, z

onde CP, representa a combinagdo de m elementos

tomados p a p e log. B representa o logaritmo de B na
base c.

RESOLUCAO DA QUESTAOQ 5:

Fazendo a Condigdo de Existéncia, temos:

reN,yeN,y>0ey#1, x>0ex=#1
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Usando log,x=a, log,z=b e Cr+y = C?'er =t

, temos log z= log, z.log, x = ab

t=a
Assim: iab=4+b
t=b+1

Da equacgdo 2: b(a-1) = 4
Dasequacbesl1e3:a=b+1=a-1=b
=>b=+2

b=2=a=3

b=-2=2a=-1

porém,t > 0=a > 0ea = -1ndo é valido

logo,b=2ea=3
=C,=3= {ry”lz L ny=22)

{r+y:3:»(r,y)-(1,2)
y=2

Porém pela Condicdo de Existéncia y =
valido, assim

(al bl Y, r) = (31 21 2/ 1)

logox =y?=23=8

logs z = 2 entdo z = 8% = 64

Temos:|(X, ¥, Z, ) = (8, 2, 64, 1)

1 ndo é

06) Os angulos de um triangulo estdo em progressao
aritmética e um deles € solugdo da equacao trlgonometrlca
(sen x + cos X) (sen’ X - Sen X ¢S X + €os” X) =

Determine os valores destes angulos (em radlanos).

RESOLUCAQ DA QUESTAO 6:
(sen x + cos x) (sen® x - sen X cos X + cos? x) = 1

sen®*x + cos®*x = 1
~ ~ , s
A solugdo dessa equagao € da forma: 3 +Kn
Como a solucdo desejada é angulo de um triangulo

temos que a solucgdo é x :g
Entdo a P. A. (a, b, %) e temos:

T
a+—
2 _p

2.5 (1)
(11)

De(I)em (1II):

a+b+g:n

a T T
A+—+—+—-+=m
2 4 2
E: T — 37[ , entdo 3a _E, portanto a =
2 4’ 2 6
/Y T
7+7
Aplicando “a” em (I ): 6 _2_y
T+ 3m
b=_06 _4n entdo b =~
2 12 3
Entéo os angulos séao g %e%
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07) Considere os pontos A(-1,0) e B(2,0) e seja C uma 2X X 4 -1

circunferéncia de raio R tangente ao eixo das abscissas na
origem. A reta r; é tangente a C e contém o ponto A e a
reta r, também é tangente a C e contém o ponto B.
Sabendo que a origem ndo pertence as retas ry e rp,
determine a equagdo do lugar geométrico descrito pelo
ponto de intersecd@o de r; e r, ao se variar R no intervalo
(0, ).

RESOLUCAO DA QUESTAO 7:
Seja, q coeficiente angular da reta r,. Obrigando r,
ser tangente a circunferéncia temos:

{ y=qgx-2q _y+2q

x2+(y—R)2=R2:>X_

2 2 2
(—“qqu by -RP =Rz Y XAVAFAd 2 5op,R2
q

2
[Y+T2qJ +(y —RF =R? . y? + 4yq + 4g? = 2ygR - y?q?

v2 +vy2q2 +4yq-2vyg’R +4g°=0
(1+q®).y>+(49-29°R) .y +4g®°=0

A=0
(49 - 20°R)* -4+ (1 + g% . 49> =0
1692 - 16g°R + 4q*R? - 16g° - 16g* = 0

q* (4r’ - 16) - 16q°R = 0 (/a*)
g.(4R*-16)-16g°R =0
16R 4R
4R%2 -16 RZ-4

Seja m o coeficiente angular da reta r;. Obrigando
r; ser tangente a circunferéncia, temos:

{ y =mx+m _y-m

X =
x? +(y -R)? =R? m

(%]2 +(y-Rf =R?

y? - 2ym+m?
m2

y2-2ym+m? +m? +y?> —2ym’R =0

(1+m?)y’-2m+2m?R) .y + m* =0

+y? -2yR +R? =R?

A=0
A=[-2m +2m°R)]*’-4.(1+m?). m?*=0
4m? =+ 8m>R |+ 4m*R? - 4m? - 4m* = 0
(4R -4) m* + 8Rm3> =0 (/m3)
(4R?-4) . m+8R =0
-8R -2R
= m=
4R% -4 R? -1

Como:
y=qg.(x-2) e
temos:

R
el

y=m.(Xx+1),

2R
R? -1

y y= *(x+1)

Entao:

4R? -2R

o(X-2)=
RZ-4 x-2) RZ -1
2x 4 @ x 1
R2-4 R?’-4 R?-1 R?-1

0(X+1)
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P
N

+ = —
R?-4 R?-1 R?-4 R?’-1
J2R?-2+R?-4) 4R*-4-R’+4
(R2-4)(R?-1)] (R>-4)(R?-1)
x . (3R?-6) = 3R?
R2

R?-2

Eq. 1

Calculo de y

4R 4R R?
= e(X=-2)Yy=— e -2
Y RT3 ( )y RZ-4 [RZ—Z J

y- 4R [RP-2R*+4 y= 4R [-R*+4

=0 R?2-4 RZ-2 N RZ-4 ( R%2-2

y- -4R [R*-4 y- -4R Eq. 2
R2-4 (R?-2)7" R?-2 '

Relacionando x com y temos:

RZ
X_RZ-2.X_R® x_ R
y -4R Ty -4y -4
R? -2
- X
y
Substituindo R na Eq. 2, temos:
_4.(_4X] 16x
B Y) . y__ Y
- 2 o - 2
R
y y
16X
YooY Y o16Xe—
16X 16X% - 2Y
Y2
= % - 16X? -2Y? = 16X
16X? - 2Y

16X2 - 16X - 2Y> =0
*Completando quadrado perfeito, temos:
16x%>-16x +4-4-2y>=0
16 . (x*-x+1/4) -2y’ =4 (/4)
2

4.(x2-x+ 1/4)-y7=1

2
4. (x-1/2 -5 =1

Que ¢é uma equacao de
hipérbole, com centro em (1/2,
0) eixo transverso paralelo ao
eixo das abscissas e distancia
focal igual a 3.

08) Considere um tetraedro regular de arestas de
comprimento a e uma esfera de raio R tangente a todas as
arestas do tetraedro. Em funcéo de a, calcule:

a) o volume total a esfera;

b) o volume da parte da esfera situada no interior do
tetraedro.
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BC AB
x x . ABC = AOD — =
RESOLUCAQO DA QUESTAO 8: = OD AO

ja Vv I f
ziSeJa 0 volume todo da esfera a3 a3 a3 a3
DB=R
6 2 - _6 2

DB=r OD AC-OD OD a/6 ——

op_ a6
12

—2 —2 —2

OB =0OD +DB

_ 2 2, 2

OB :61.'_31308 :18a :}OB:E
144 36 144 4

3
4 —3 4 (aﬁ] _4_ 2y2a

V=—nOB =—n —T.
3 3 4 3 64

_ny2.a3
esfera™ — 24

b) Sejam V' o volume de uma calota e Vi o volume
da esfera interno ao tetraedro

a2 aJe _ 3ay2 —a\/6
4 12 12

_ 24a® -12a%\/3

T e

el

h=

h2

ALFERES VESTIBULARES

V'=—mna —
6 4 12 12 12

v )
: |

12 12

_ a3n\/§(18—8\/§J

6 144

v

Y CRE NN
432

V'
Vi=V-4V'

_a2 , 5(9-4V3)K2
24 108

a3\/§n_1_(9—4\/§}

12 |2 9

Vi

Vi=

(o8]
Il
SISTEMAELITE DE ENSINO

Vi=
12 8 (18

_a’2n 8J§—9J

- . a%\2n 2_18+8\/§]

Vi

12 18

.3 8J3-9
Vi=as\2x 516

09) Determine o conjunto solugdo S ={(X, y) | x Ay € Z} da
equacao

(x+y)k=xy

Sabendo que k € um nimero primo.

RESOLUCAO DA QUESTAO 9:
XK+yK=xy

2 2
—2 =2 av3 av3
C=vVAB -BC —\/T] —[T] xy-xK-yK+|<2=|<22
x(y -K) -K(y-K)=K
a

J6 (y - K) (x-K) = K?

ALFERES VESTIBULARES

N
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Como K é primo: logo
1%) -1 ;- A 11 ‘. 2.n
{y—Kz—szyzK—Kz 2%+ (1+e) +(1+e%)" =
XK=l x=K (S Y ol Y o L N
y-K=K* _y=K*+K ) a o
x-K=1 x=K+1 —on. !"1_,“."3' +'1_M,-' J s o
T2 2 2 2 -0
za) %) - n - i
{V—K=—123 y=K-1 w =2 Cif_iH =35, =
X-K=-K X =K-K o L 3) 3
y-K=1 _y=K=+1 <
{X_K:K23X2K2+K S o2t zcc,s“;:ss[,@
m
32) - M 42 cos &
{Y—KZK y=2K $ <:>50= ]
Xx-K=K _ x=2K > :
y-K=-K
SR " ) 0 1,1 2 -3
;- S 2 L 3q3
ASSIM, O CONJUNTO SOLUGAO E: c (1+1)7 = Cal+ Gu17 + CR17 + Col” +
2y. 2 . 2 . 5.

{(K-1,K-K%); (K¥LKE+K); (KK K-1); TN e P = L L

. . . - 5 ) )
(K™K TK+1); (2K,2K); (0,00} T 21+ =Cle? +Cle? + Qe + CJ¢°

-4 A -5 7 & 8
Che” +C e +Ce" +

@]
10) Sejam as somas Sy e S; definidas por < e(l1+ Ez)n = C'ge + C'l 35 C'ze Cne +
_ O 3 6 9 3[n/3] ")
S, =C,+C +C ’ +C +..+C; > Cﬂe +Cf{b“ EI L3y
Sl = Cr:: +C: +C: +er{0 +...+C:[(n_l)/3]+l E |ogo
Calcule os valores de Sy e S; em fungdo de n, sabendo a
que [r] representa o maior inteiro menor ou igual ao "
nimero r. oo L2 nm N B —n7)
Sugestéo: utilize o desenvolvimento em binémio de - = £ €15 3 €. s 3
-
_2n) L - ~7 3[(n-1)/3]+1,
Newton de (1+CIS? . < I V(e o Y A o (L S PIN
= —
_ . L 1 /3 | nm )
RESOLUCAO DA QUESTAO 10: - < 35 =2% ‘ I e | cis ‘ +
n 22 3
As raizes clbicas da unidade s3o vértices de um triangulo o — .
equilatero de centro na origem cujos Vvértices sao 1 *u'll3 I {—I‘L}T}
representados pelos complexos 1, —— +—— 11 s
. 2m 2 . A 0 2 2 N 3 )
e = cis 3 e & =cas 3 E \ /
: : _an . T ._ DT
. 2 .1 \"E o ‘\I’E D . -
l+e+e =l—;—,‘— SO SR A =0 e m (_1] ] {—I‘LTT]I
(N = oo - — C15 3 Cl15 — 3
U) et
. g ~0 141 242 -3 43 L )
1+ =cl1+Citt+ a1 + AP + S a4 (4D
Ci1* 317815 + R
n ' ' " o Sy =
. \ - 2 )
(1+¢)" L01+Cn£ —ci‘laz —C.iei + o 3
4 w
Clet + C2e” +C8e® +. « VENHA SE PREPARAR PARA
-
(1+22)" =1+ Cle? + Chet + C3e° < OITANESTA ARRANCADA
Che® £ 310 L 612 1 FINAL NO ALFERES.
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O CURSINHO COM O MAIOR
INDICE DE APROVACAO.
MARQUE UMA ENTREVISTA E
VENHA NOS VISITAR.

PELO 3° ANO CONSECUTIVO
O CURSINHO QUE MAIS
APROVA NO IME E AFA NA
GRANDE SAO PAULO.

SISTEMA ELITE DE ENSINO
APROVOU 85 ALUNOS NO IME
2005, A MAIOR APROVACAO
DO BRASIL.

SISTEMA ELITE DE ENSINO
APROVOU 40 ALUNOS NO ITA
2005, A MAIOR APROVACAO
DO BRASIL.

ALFERES: A MAIOR
APROVACAO PERCENTUAL
DE TODOS OS CURSINHOS
NA FUVEST, ITA, IME E AFA
2003/2004.

MATRICULAS ABERTAS.
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Este caderno foi elaborado para que o0s
alunos conhecam os seus erros e saibam
corrigi-los  para melhorar o0s seus
desempenhos nas futuras provas. Sucesso.
E o desejo do Professor Feres e todos 0s
professores e funcionarios do ALFERES
VESTIBULARES.

COMENTARIO A PROVA DE
MATEMATICA:

A PROVA DE MATEMATICA DO IME FOI
EXTREMAMENTE  TRABALHOSA E
EXIGENTE.

ESTE ANO, A PROVA DE MATEMATICA
APRESENTOU 40% DE QUESTOES
FACEIS, 40% DE QUESTOES DE NiVEL
MEDIO , 20% DE QUESTOES DE NIVEL
ELEVADO E/OU TRABALHOSA.

CLASSIFICAMOS A
QUESTOES DA PROVA:

SEGUIR AS

NIVEL FACIL: 01 (P.A E COMPLEXOS), 03
(GEOMETRIA  PLANA), , 05
(LOGARITMOS), 06 (TRIGONOMETRIA) e
09 (TEORIA DOS NUMEROS INTEIROS).

NiVEL _MEDIO: 02 (POLINOMIOS), 04
(DETERMINANTES) E 08 (GEOMETRIA
ESPACIAL).

NI'VEL, ELEVADO:, 07 (GEOMETRIA
ANALITICA) E 10 (NUMEROS
COMPLEXOS E ANALISE

COMBINATORIA).

ACREDITAMOS QUE O TEMPO DE 4
HORAS TENHA SIDO INSUFICIENTE
PARA A RESOLUCAO DE TODAS AS
QUESTOES.

A PROVA ESTA BEM PLANEJADA E
SERA CAPAZ DE QUALIFICAR OS
ALUNOS MAIS PREPARADOS.

O NIVEL DE DIFICULDADE SE MANTEVE
EM RELACAO A 2004.



